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摘　　　要 : 针对现有齿面接触分析 ( TCA)的不足 ,提出了螺旋锥齿轮齿面接触分析的改进算法.基于空间

曲面啮合原理、Enler2Rodrigues公式以及接触区几何形状的等量关系对齿面接触分析算法进行了改进 ,通过

方程变换 ,减少了求解接触点位置的非线性方程组维数 ,由啮合方程求得到初值选取计算公式 ,使初始值求

解有规律可循.以一对弧齿锥齿轮为例 ,对算法进行了对比分析与验证 ,结果表明 : 改进的齿面接触分析算法

可减少求解非线性方程组时初值选取的繁复性与增强非线性方程组迭代求解的稳定性 ;并利用几何等量关

系求解接触区几何参数 ,能避免求解复杂的齿面相对曲率等二阶几何参数.
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Abstract : According to t he deficiency of toot h contact analysis analysis , an improved

toot h contact analysis algorit hm was proposed. Based on t he spatial surface engagement t he2
ory , t he Enler2Rodrigues formula and the equivalent relationship between t he contacted areas

’ shapes , t he toot h contact analysis algorit hm was proved. Through t he equation t ransforma2
tion , t he dimensions of the nonlinear equations for t he contact point s’ position were de2
creased. The initial value was obtained regularly by the meshing equations. Taking a pair of

spiral bevel gears as an example , t he algorit hm was proved. The result s show t hat t he com2
plexity of initial values is decreased , t he stability of t he solution for nonlinear equations is

enhanced , and t he complex calculation of relative curvat ures of t he toot h surface is avoided

by using the geomet rical educational relationship s between t he geomet rical parameters.
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　　螺旋锥齿轮广泛应用于汽车、飞机、轮船、以

及各种机械减速机构中[122 ] . 齿面接触分析

( TCA)是现代锥齿轮研究的一个重要领域[3214 ] ,

其结果是螺旋锥齿轮加工机床调整参数设计与接

触质量检验的重要依据 ,齿面接触分析也是加载

接触分析 (L TCA)的理论基础.国内外学者对齿
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面接触分析进行了大量的研究[3214 ] ,但传统的

TCA算法存在一些不足 ,主要有 : ①齿面接触分

析算法 [327 ]都是采用同时求解 7 个非线性方程

组 ,由于非线性方程组求解对初始值的敏感性很

高 ,选取的初始值必须位于真实解的邻域内时才

能求得收敛解 ,传统 TCA 算法中 ,初始值选取相

当复杂 ,当初值选取不合理时接触分析无法进行 ;

②传统的接触区确定方法是基于齿面的二阶几何

参数进行计算的 ,必须计算复杂的齿面接触点的

法曲率以及两齿面的相对法曲率等曲面二阶参

数[13214 ] ,计算工作量与难度都很大.

基于优化齿面接触分析算法的目的 ,本文提

出改进的接触分析算法 ,通过 Enler2Rodrigues变

换 ,减少了求解接触点位置的非线性方程组维数 ,

提出了初值选取计算公式 ,使初始值求解有规律

可循 ;提出计算接触区半径等参数的几何迭代算

法 ,可以避免传统方法[13214 ]求解齿面法曲率、短

程扰率以及相对法曲率等曲面二阶几何参数时的

复杂计算.

1　螺旋锥齿轮齿面一般模型的建立

1 . 1　螺旋锥齿轮加工机床简介

　　传统机床基于展成加工原理 ,传统加工机床

上有为完成展成运动而设计的摇台机构 (图 1) ,

不同于传统机床 ,数控加工机床可实现更多的加

工自由度[8210 ] .现代螺旋锥齿轮设计制造是基于

传统机床的结构基础上进行的 ,两者虽结构不同 ,

最后加工出的螺旋锥齿轮是一致的.

图 1　机械式螺旋锥齿轮加工机床结构示意图

Fig. 1　Sketch of mechanical spiral bevel gear machine tool

一般来说 ,机床调整参数有 :机床滚比 Ra、床

位 Xb、径向刀位 s、垂直轮位 Em、轴向轮位 Xp、轮

坯安装角γm、刀转角 j、刀倾角 i.

1 . 2　螺旋锥齿轮齿面方程的建立

　　目前 ,螺旋锥齿轮的设计仍是以传统机床调

整参数为基础的[729 ] ,因此本文的建立的模型是依

据传统机床调整参数建立的齿轮模型.为了建立

螺旋锥齿轮的一般齿面模型 ,参照文献[ 729 ]首先把

图 1所示的机械式螺旋锥齿轮加工机床 ,依据实

现的功能分解成独立的 11个部件 (见表 1) .每一

个部件的运动关系可以通过齐次变换矩阵实现.

锥齿轮齿面的形成运动 ,本质上就是将连续的将

刀具切削面方程从持刀刀架坐标系 Si 根据啮合

原理和齐次坐标矩阵变换转换到工件坐标系 Sw

下 ,即可得到齿面方程.

表 1　螺旋锥齿轮机床结构

Table 1　Framework of spiral bevel gear machine tool

机构图标 机构名称 机构完成的运动

1 机床底座框架
机床固定坐标系 ,

运动参考点

2 摇台
摇台旋转 ,

控制展成运动

3 偏心机构 径向刀位调整

4 刀转机构 实现刀具的刀转角

5 刀倾机构 实现刀具的刀倾角

6 刀盘 刀具旋转

7 工件 工件旋转

8
工件架垂直轮位

调整机构
调整垂直轮位

9 轴向轮位调整机构 调整轴向轮位

10 轮坯安装角调整机构 调整轮坯安装角

11 滑动床鞍底座 调整床位

a 摇台轴线

b 偏心轴线

c 刀盘旋转轴线

d 工件旋转轴线

e 轮坯根锥角调整轴线

根据齿轮啮合原理 ,可以得出刀具刃任意 P

点的位置矢量方程和单位切向量和法向量方程在

持刀架刀具坐标系 S i 中.设其矢量和切向量表达
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式为

ri = ri ( u ,θ) (1)

ti = ti ( u ,θ) (2)

其中 u ,θ为切削面描述参数.

通过从坐标系 Si 到 Sw 的坐标变换 ,可以把

刀具切削刃上 P点的位置矢量和单位切向量和

法向量转换到工件坐标系 S w 下 ,如下式所示

rw = Mwi ri ( u ,θ) (3)

tw = Mwi ti ( u ,θ) (4)

其中矩阵 Mwi 是一系列坐标转换矩阵的合成

矩阵.

Mwi = Mwo Mop Mpr Mrs Msm Mmc Mce Mej Mji (5)

式 ( 5 ) 中转换矩阵 Mwo (ψ) , Mop ( Em ) ,

Mpr ( Xp ) , Mrs (γm) , Msm ( Xb) , Mmc (φ) , Mce (s) ,

Mej ( j) , Mji ( i) 是对表 1 各部件位置关系进行变

换的矩阵 ,具体表达式可由有多体运动学的齐次

坐标变换方法得到 ,此处不赘述.

根据啮合原理 ,最终在工件坐标系 Sw 内 ,齿

面上任意点的矢量、法向矢量以及切向矢量可以

表达为

rw = rw ( u ,θ,φ) (6)

tw = tw ( u ,θ,φ) (7)

nw = nw ( u ,θ,φ) (8)

根据啮合方程

f ( u ,θ,φ) = nw ·vw = 0 (9)

其中 vw 为加工齿面时 ,刀具与齿面之的相对速度

vw =
5 rw

5φ
ωc (10)

取ωc 为单位矢量 ,即ωc = 1 .

设一对啮合的大轮 ,小轮分别在 S1 ( O1 ; x1 ,

y1 , z1 ) 坐标系和 S2 ( O2 ; x2 , y2 , z2 ) 坐标系下表

示 ,其中 S1 坐标系与小轮工件坐标系 Sw 重合固

连一起 , S2 坐标系与大轮工件坐标系 Sw 重合固

连在一起.所以

展成法加工的小轮方程

r1 = r1 ( u1 ,θ1 ,φ1 )

t1 = t1 ( u1 ,θ1 ,φ1 )

n1 = n1 ( u1 ,θ1 ,φ1 )

f 1 ( u1 ,θ1 ,φ1 ) = 0

(11)

展成法加工的大轮方程

r2 = r2 ( u2 ,θ2 ,φ2 )

t2 = t2 ( u2 ,θ2 ,φ2 )

n2 = n2 ( u2 ,θ2 ,φ2 )

f 2 ( u2 ,θ2 ,φ2 ) = 0

(12)

2　齿面接触分析的改进算法

　　首先将锥齿轮大轮小轮按照图 2和图 3所示

的安装条件安装 ,安装固定参考坐标系为 Sf ( Of ;

xf , yf , zf ) .接触算法[426 ]是基于在接触点处 ,两齿

面的位置矢量相等 ,该点在两齿面的单位法向量

共线 ,如图 2所示 ,安装位置如图 3所示.

图 2　接触分析条件示意图

Fig. 2　Sketch of contact analysis condition

图 3安装示意图　

Fig. 3　Sketch of installation of gears

齿面接触分析条件的数学表达式如下 :

齿面接触分析条件

r1f ( u1 ,θ1 ,φ1 , <1 ) = r2f ( u2 ,θ2 ,φ2 , <2 )

n1f ( u1 ,θ1 ,φ1 , <1 ) = n2f ( u2 ,θ2 ,φ2 , <2 )

f 1f ( u1 ,θ1 ,φ1 ) = 0

f 2f ( u2 ,θ2 ,φ2 ) = 0

(13)

191
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其中 <1 和 <2 是分别是螺旋锥齿轮小轮和大轮的

在从初时安装位置到接触点位置时的转动角度.

两齿面上的点位置矢量和单位法向矢量都是在固

定安装坐标系 Sf 下表述的为参考坐标系.

在啮合过程中 ,以大轮转角φ2 为初始值 ,不

断的按一定的增量改变φ2 值 ,同时求解方程组 ,

方程组由 7个非线性方程组成.由此就可以求得

齿面上每个接触点的齿面参数 u1 ,θ1 ,φ1 , <1 , u2 ,

θ2 ,φ2 , <2 .根据文献 [8 , 10 ] ,在某些情形下 ,即使

方程组 (13)式可以成功精确收敛 ,而接触分析结

果也不一定准确.这是因为在方程组中 ,单位法向

量共线相等的条件中 ,只利用了矢量的前两个分

量 ,这是因为 n1 = n2 = 1 ,因此法向量第三分

量是没有被考虑的 ,为了避免这样的非线性方程

求解上的原理性缺陷 ,由图 2所示 ,Litvin引进一

个公切面上的任意齿面上的两个切向量 ,和另一

齿面上的法向量参与方程的组成已达到利用法向

量所有分量[7 ] . Litvin 等人提出的接触分析条件

如下式表示

r1f - r2f = 0

( n2f ×t2f ) ·n1f = 0

t2f ·n1f = 0

(14)

但这个方法并没有简化非线性方程组中的未

知数个数 ,求解过程中 ,仍要对 7 个未知齿面参

数 ,求解上仍有些麻烦 ,在迭代初始值上仍需有对

7个齿面参数 u1 ,θ1 ,φ1 , <1 , u2 ,θ2 ,φ2 , <2 的初始值

进行假设.

本文提出一种新型改进的算法来即可充分利

用接触分析条件 ,又可减少非线性方程组的维数.

首先设大小轮的转角 <1 , <2是一系列齿面参

数的函数 ,即

<1 = <1 ( u1 ,θ1 ,φ1 , u2 ,θ2 ,φ2 ) (15)

<2 = <2 ( u1 ,θ1 ,φ1 , u2 ,θ2 ,φ2 ) (16)

齿轮接触分析条件即可简化为

r1f ( u1 ,θ1 ,φ1 ) = r2f ( u2 ,θ2 ,φ2 )

f 1 ( u1 ,θ1 ,φ1 ) = 0

f 2 ( u2 ,θ2 ,φ2 ) = 0

(17)

式 (15)和式 (16)的推导过程是建立在在接触

点位置上 ,两啮合齿面的单位法向量共线相等 n1 =

n2 的条件上的 ,推导过程如下 :

1) 首先准备进行接触分析的齿轮按照预先

制定的安装条件 E , G, P ,Σ0以及相应的假设的安

装调整值ΔE ,ΔG ,ΔP ,ΔΣ0 进行安装.相应的位

置关系如图 3 所示.相应的坐标转换矩阵 Mf1 ,

Mf2可根据图示位置关系得到

Mf1 =

1 0 0 H +ΔH

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

(18)

Mf2 = M - 1
2f =

sin(Σ+ΔΣ) 0 - cos(Σ+ΔΣ) 0

0 1 0 E +V +ΔE +ΔV

cos(Σ+ΔΣ) 0 sin(Σ+ΔΣ) - (J +ΔJ)

0 0 0 1

- 1

(19)

2) 在安装固定坐标系 Sf 下 ,未旋转前 ,大、

小轮法向量 n10f和 n20f分别为

n10f ( u1 ,θ1 ,φ1 ) = Mf1 n1 ( u1 ,θ1 ,φ1 )

n20f ( u2 ,θ2 ,φ2 ) = Mf2 n2 ( u2 ,θ2 ,φ2 )
(20)

3) 假设未经旋转的法矢量是 n0 ,当绕某旋转

轴旋转 <角后成为一个新的矢量 n ,根据 Enler2
Rodrigues公式可以把 n表示为

n = ( e·n0 ) e - co s <[ ( n0 ×e) ×e] - sin <( n0 ×e)

(21)

同理可得

n1f = ( e1 ·n10f ) e1 - cos <1 [ ( n10f ×e1 ) ×e1 ] -

sin <1 ( n10f ×e1 ) (22)

n2f = ( e2 ·n20f ) e2 - cos <2 [ ( n20f ×e2 ) ×e2 ] -

sin <2 ( n20f ×e2 ) (23)

其中 e1 和 e2 分别是与小轮的旋转轴 p1 和大轮的

旋转轴 p2 共线重合的单位矢量.求解线性方程组

(22)和 (23)则可得

<1 =

sin - 1 cosδ1 [ e2 ·e1 ( e1 ·n10f ) - e2 ·n20f ]
( e1 ·n10f ) e2

- δ1

(24)

<2 =

sin - 1 cosδ2 [ e1 ·e2 ( e2 ·n20f ) - e1 ·n10f ]
( e2 ·n20f ) e1

- δ2

(25)

其中

δ1 = tan - 1 [ ( n10f ×e1 ) ×e1 ] ·e2

( n10f ×e1 ) ·e2
(26)

δ2 = tan - 1 [ ( n20f ×e2 ) ×e2 ] ·e1

( n20f ×e2 ) ·e1
(27)

4) 对非线性方程组的啮合条件也可以进行

简化 ,反求解参数 u1 , u2 ,详见文献[ 20 ] .

展成法加工的齿轮

u1 = f 1 (θ1 ,φ1 )

u2 = f 2 (θ2 ,φ2 )
(28)
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将式 (23)～式 (27)代入方程组 (13) ,进行简

化之后 ,得到最终的接触条件方程组 (28) .

展成法加工的齿轮的简化后的接触条件

r1f (θ1 ,φ1 ) = r2f (θ2 ,φ2 ) (29)

简化后的齿面接触条件只有 3个非线性方程

组成 ,大大简化了非线性方程初始值计算的繁琐

和工作量.方程组即可给定一个大轮参数角φ2 ,

或者小轮参数角φ1 ,然后给定其他 3个未知齿面

参数的初始值 ,求解简化后的非线性方程组即可

得所有接触点齿面参数.

θ1 ,φ1 ,θ2 ,φ2 的初始值的可以通过指定齿面

接触点位置而获得 ,一般来说 ,我们指定大轮齿面

设计计算点为第一接触点 ,相应的小轮接触点为

接触瞬间传动比为理论传动比的小轮计算点.根

据文献[ 14 ] ,利用其接触点的特殊性 ,可以容易的

求得θ1 ,φ1 ,θ2 ,φ2 的齿面参数初始值.

得到一系列的接触点坐标后 ,就可以得到齿

轮传动误差的曲线变化图.计算公式为

T E = ( <2 - <20 ) - ( <1 - <10 )
N 1

N 2
(30)

其中 <10和 <20是齿轮副初始安装位置时的初始旋

转角 ,此时传动误差是 0 ; N 1 , N 2 分别是小轮和大

轮的齿数.

3　齿面接触区接触形状的确定

　　通常 ,在大轮和小轮啮合时的每一个共轭接

触点处 ,大轮和小轮的齿面都是相切的 ,只要不发

生曲率干涉 ,用红丹粉就可以观察到一个接触椭

圆. TCA的结果图是由一系列的接触点的接触椭

圆组成的接触区图.传统的接触区确定方法是基

于齿面的二阶参数进行计算的 ,这样就必须计算

复杂的齿面接触点的法曲率以及两齿面的相对法

曲率等曲面二阶参数[13214 ] ,这会使计算机编程时

产生程序的冗余 ,需编写大量的齿面法曲率和相

对短程挠率等复杂公式 ,由于其复杂性 ,会增加计

算时间.另外 ,齿面的接触区长轴长度占整个齿面

较大的部分 ,近似的二阶齿面参数不一定能够真

实表示齿面接触的情况[8210 ] .因此本文基于基本

的几何关系以及数学迭代方法来求解接触区的相

关参数 ,易于求解和理解.

第 1步 :在 Sf 坐标系内 ,令 g1 = t1f , g2 = n1f ×

t1f , g3 = n2f . P点为共轭瞬时共轭接触点. g1 , g2

在一个公切面内.如图 4 (a)所示.

第 2步 :在 P点处假设一个半径为 r0 的圆柱

体 ,其轴线是 g3 方向 ,圆柱体会截齿面Σ1 ,Σ2 .然

后之后的迭代法就是需要接触最小截面角度ε和

最小齿面差 hmin ,如图 4 ( b)所示可知.

第 3步 :循环改变 r0 值 ,直至迭代得出一个

截面角度ε和两齿面之间差距 hmin ,使得 hmin为红

丹粉显示接触区域的最小差距值Δ= 0. 006 35 ,此

时的 r0 值就可以使得圆柱体在截面角度ε方向

截得的齿面最小差都等于Δ.在齿面得两侧分别

会得出两个 r0 值 ,即为 c1 , c2 .这样得出的 c1 + c2

就等于整个共轭接触点长轴长度 .一般来说 c1

≠c2 .图 4 (c) , (d)所示.

图 4　求解齿面接触区长度和方向示意图

Fig. 4　Sketch of the solution of contact line’s

length and angle

这个算法的优点是只需要齿面方程的法矢量

切矢量就足以求解出接触区长轴长度 ,以及接触

线方向 ,在编写程序的过程中 ,只要知道齿面方

程 ,利用牛顿迭代法即可求出 ,而避免计算复杂的

齿面法曲率和短程挠率等复杂公式 ,易于理解 ,便

于实现计算机仿真.

4　齿面接触分析实例

　　本文采用一对弧齿锥齿轮大轮凸面和小轮凹

面为例 ,调整参数依据 Gleason 公司开发的商用

软件计算得出 ,见表 2 ;其设计参数见表 3.

齿面接触分析结果 :图 5和图 6为大轮凸面

齿面中点处运动曲线图和接触区图 ;图 7 为存在

安装误差情况下齿面接触轨迹比较图.

由 TCA 改进算法建立的过程 ,结合算例可

知 : ①改进的齿面接触分析算法可以减少求解非

线性方程组时初值选取的繁复性 ,由原来的 7 个

非线性方程减少到 3 个非线性方程 ,初始值的选

取也由原来的 7 个初始值 ,减少到只对 (θ1 ,φ1 ,
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θ2 ,φ2 ) 中的任意 3 个进行选取即可 ,从而增强非

线性方程组的迭代求解的稳定性 ; ②改进的齿面

接触分析算法利用几何等量关系可方便地求解出

接触区几何参数 ,不用求解齿面相对法曲率、相对

短程挠率等复杂二阶齿面参数 ;③改进的 TCA

表 2　齿轮加工调整参数

Table 2　Processing adjustment parameters of spiral gears

加工参数 小轮 大轮

砂轮半径 r/ mm 145. 923 152. 4

砂轮外刃角α0 / (°) 18. 75 18. 75

砂轮内刃角α1 / (°) 21. 25 21. 25

砂轮顶宽 bs / mm 1. 651 3. 81

径向刀位/ mm 154. 127 146. 886

刀倾角 i/ (°) 0 0

刀转角 j/ (°) 0 0

垂直轮位 Em / mm - 1. 463 0

轮坯安装角γm / (°) 42. 728 42. 728

床位 Xb / mm 4. 374 - 0. 000 1

水平轮位 Xp / mm - 6. 446 0

角向刀位 q2 / (°) 55. 706 54. 093

滚比 Ra 1. 364 853 1. 413 102

表 3　齿轮设计参数

Table 3　Design parameters of spiral gears

设计参数 小轮 大轮

齿数 z 37 37

模数 m - 8

齿面宽 b/ mm 63 63

压力角α/ (°) 20 -

轴交角Σ/ (°) 90 -

齿顶高 hf / mm 6. 8 6. 80

齿根高 ha / mm 8. 3 8. 30

全齿高 h/ mm 15. 1 15. 10

节锥角δ/ (°) 45 45

面锥角δa / (°) 47. 267 47. 267

根锥角δf / (°) 42. 733 42. 733

齿根角θ/ (°) 2. 267 2. 267

旋向 左旋 右旋

算法可以考虑螺旋锥齿轮安装过程中的安装误差

的影响.可以用于测试安装误差敏感性测试 ,也可

以据此指导齿轮副安装.

图 5　大轮中点处运动曲线图

Fig. 5　Function of t ransmission error figure of

middle point

图 6　齿面中点处接触区形状图

Fig. 6　Contact figure of middle point

图 7　安装误差ΔE =― 0. 05ΔP = + 0. 1

混合安装误差影响下的齿面中部接触轨迹图

Fig. 7　Contact figure of middle point influenced

by installation error :ΔE =― 0. 05ΔP = + 0. 1

5　结　论

　　本文提出一个改进的接触分析算法用于减少

求解接触点位置时的非线性方程的数目 ,以减少

齿面初始值参数设定的难度 ,使求解稳定.提出计

算接触区半径等参数的几何迭代算法 ,可以避免

传统方法中求解齿面相对法曲率、相对短程扰率

等复杂公式的繁琐过程.并实现有同样的求解精
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度 ,更易于接触分析的计算机快速实现.本文的齿

面接触分析引入安装调整误差 ,更能真实体现齿

面接触分析的真实情况.
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